PRELEGEREA IV
STATISTICA MATEMATICA

|. Indicatori de masura a imprastierii

Distributia unei variabile nu poate fi descrisd complet numai prin cunoasterea mediei, ci
este necesar si avem informatii si despre gradul der imprastiere in jurul mediei. Tn
general, se poate afirma cad, o Tmprastiere mai mare va fi reflectatd de existenta mai
multor valori frecvente.

Reamintim indicatorii de masura a Tmprastierii valorilor intr-o distributie:
amplitudine, quantila, momentul de ordin r, momentul centrat de ordin r, dispersia,
abaterea medie, abaterea standard, coeficientul de variatie, coeficientul de
asimeterie, coeficientul de boltire si coeficientul de exces.

4.2.1. Amplitudinea
Amplitudinea (sau intinderea domeniului seriei statistice) este cel mai simplu
indicator de masurad a Imprastierii.

Amplitudinea este egald cu diferenta dintre cea mai mare si cea mai mica valoare
observata: A = Xmax —Xmin-

A nu se confunda amplitudinea cu numarul de valori posibile: Xmax —Xmin + 1.

Aplicatie. Pentru seria experimentala:
42, 44,10, 57, 64, 120, 33 se obtine:
A =120-10=110.

Observatii. 1. Amplitudinea este dependentd de volumul seriei statistice avuta in vedere.
Cu cit este mai mare, cu atit valoarea calculata a amplitudinii este mai credibila. Deci,
modificarea dimensiunii esantioanelor studiate poate afecta valoarea acestui indicator.

2. Daca valorile extreme (aberante) sint intr-un numar foarte mic, se pot inlatura
practic din operatiunile de grupare, dar se recomandd ca acest operatie sda se faca cu
discernamint, deoarece rareori exista limite reale superioare sau inferioare pe care
valorile unei v.a. s nu le poatd depasi.

3. Amplitudinea, aldturi de amplitudinea interquartilica, este o masurd a

ege vy

cu un numar egal de scoruri. De exemplu:
- esantionul 1: 11, 16, 18, 23, 29, 31, 37;

- esantionul 2: 18, 19, 21, 23, 24, 26, 29. Medianele lor fiind egale: Me; = 23, iar
Me, = 23 se determina amplitudinile lor: A; = 37 — 11 = 26, iar A, =29 — 18 = 11.
Rezulta ca primul esantion este mai eterogen decit al doilea.

4. Amplitudinea nu tine cont de forma repartifiei, aceeasi valoare se poate obfine
atit in situatia unei curbe cu frecvente simetrice, cit si in aceea a unei curbe de frecvente
in forma de J sau L.

4.2. Quantila

Quantila (percentila, cvantila) de ordin a permite aprecierea modului de imprastiere a
valorilor celor mai frecvente pe intregul segment al datelor observate si fixarea unei
observatii in raport cu mediana distributiei. Cu alte cuvinte, quantila este valoarea din




seria experimentala care depaseste o proportie % de observatii si este depasitd de (1-
a)% observatii.
In tabelul urmator se evidentiaza cele mai frecvente sisteme de quantile.

Nr. | Numir de parti egale | Numar de quantile | Denumire
crt.

1 3 2 Trecila
2 4 3 Quartila
3 5 4 Quintila
4 6 B Sextila

5 7 6 Septila

6 8 7 Octila

7 9 8 Nonila

8 10 9 Decila

9 100 99 Centila

Tabelul 4.2.2.1. Sisteme de quantile
Doar pentru o repartitie uniforma, quartilele sint egal departate (ca numar de
categorii) intre ele.
De exemplu, quartilele impart observatiile in patru parti egale:
Q1 = Qua, Q2 = Qupz, Q3= Qaa.
Se utilizeaza termenii:
- quartila ntii (sau quartila de 25 %);
- quartila a doua (sau quartila de 50%0);
- quartila a treia (sau quartila de 75%).
Se observa ca, quantila de ordin %2 este egald cu mediana, adica:

Me(X) = Ql/2-

Practic:

- pentru datele discrete, etapele de aflare a unei quntile sint:

1) se ordoneaza sirul valorilor observate X, X@), ..., X(), unde n este numarul

total de observatii;

2) se afla indicele (rangul) valorii care imparte sirul de valori observate in
proportiile date: k = [an] + 1, iar [] reprezinta functia partea intreagia a unui numar.;

3) quantila de ordin a este atunci valoarea observata de rang K, Qq = X(k).

Tn general, oo = (numarul de observatii mai mici decit Q,)/(numirul total de
observatii), si se exprima in procente.

- pentru datele continue, se procedeaza astfel:

1) se calculeaza indicele Kk al observatiei care determina quantila, k = [an] + 1;

2) se determind intervalul caruia ii apartine observatia X);

k—f, 4

3) se utilizeaza formula: Q4 = |j + | ——=—, unde
i
li — este limita inferioara exacta a intervalului,
| — este lungimea intervalului,
fi — este frecventa (necumulata) a intervalului care contine quantila,
f._, 1 - este frecventa cumulata pentru intervalul anterior intervalului care contine

quantila.



Utilizarea unui sistem de quantile cu mai multe elemente (decile, centile) duce la
o intelegere mai find a modului in care sint imprastiate valorile observate in domeniul
respectiv.

Observatii. 1) La caracterizarea gradului de imprastiere a valorilor observate se pot
utiliza urmatoarele marimi statistice derivate din sistemele de quantile (intervalul
interquantilic, abaterea quartilica).

a) intervalul interquartilic, IQR (Interquartile Range) = Q3 — Qq, unde Q1 si
Qs sint quartilele 1 si 3 ale distributiei. In acest interval se afla 50% dintre valorile
distributiei. Cu cit intervalul quartilic este mai mare, cu atit valorile sint mai imprastiate.

Valorile extreme sint eliminate din calculul acestui indicator. Doua serii de date
cu acelasi interval IQR pot sa difere semnificativ ca distributie a valorilor.

b) intervalul interdecilic, IQR = Qg — Q1, unde Q1 si Qg sint decilele 1 si 9 ale
distributiei. In acest interval se afla 90%b dintre valorile distributiei.

c) intervalul intercentilic, IQR = Qg9 — Q1, unde Q1 si Qgo sint centilele 1 si 99
ale distributiei.

d) abaterea quartilica (Sau amplitudinea semiinterquartilica), AQ = (Q3 — Q1)/2.

Acest indicator permite determinarea unui interval centrat pe mediana (adica,
quartila a doua), interval in care sint incluse aproximativ 50% dintre observatii. Limitele
acestui interval sint Me — AQ si Me + AQ si este simetric fata de mediana Me. Aceasta
afirmatie este valabild doar in cazul repartitiilor simetrice (cum este repartifia normalad) si
erorile sint majore pentru repartitiile cu asimetrie pronuntata. Lungimea intervalului
definit in acest mod este egald cu cea a intervalului interquartilic. Pentru o distributie
normald se poate considera ca amplitudinea este de aproximativ 7.5 abateri quartilice.

e) criteriul 1.51QR, utilizat pentru depistarea valorilor aberante (extreme). Orice
observatie situata la o distantd mai mare decit 1.5I1QR sub prima quartila sau peste a treia
quartild, poate fi identificata ca o valoare aberanta.

Utilizind statisticile Xmin Q1 Me Qs Xmax Calculate din valorile observate, Tn
ordinea datd, se obtine o imagine sintetica a amplitudinii datelor (prin includerea valorilor
extreme), a tendintei centrale (prin mediand) si a imprastierii datelor (prin quartile).

4.2.3. Momentul de ordinr
Momentul de ordin r al v.a. X, cu notatia M,, se defineste ca valoarea medie a v.a. X".
M, (X) = M(X".

Pentru cazul continuu, avem: M,(X) = M(X") = J'_mx“f(x)dx.

Daca r = 1, momentul de ordin r este egal cu valoarea medie, iar daca r = 2,
momentul de ordin r este egal cu patratul mediei patratice.

Tn plus, in momentul de ordin r se amplifica ponderea valorilor extreme, valorile
fiind ridicate la puterea r. Diferentele de semn dispar doar daca r este par.
Observatie. Momentul de ordin r in raport cu un numar a se defineste doar pentru cazul

discret:  a" " =>"(x,—a)"/n.

4.2.4. Momentul centrat de ordin r
Momentul centrat de ordin r al lui X, cu notatia p,, se defineste ca momentul de ordin
r al abaterii v.a. X de la media ei:

pr = M((X - M(X))").



Calculul momentului centrat de ordin r al v.a. X se face in urmatoarea ordine:

- se determind valoarea medie;

- se afla abaterea de la medie;

- se ridica abaterea medie la puterea r;

- se afld valoarea medie pentru variabila obtinuta in etapa anterioara.

Tn momentul centrat de ordin r este amplificatd ponderea valorilor mai departate
de medie.
Observatii. 1. Momentul centrat de ordinul intii este nul: pu; = 0.
2. Vom vedea in paragraful urmator ca, momentul centrat de ordin 2 este egal cu
dispersia: p, = D*(X).
3. Se demonstreaza cd momentul centrat de ordin r este independent la transformari
liniarte de genul, z; = X; — Xo, unde X, este originea seriei experimentale: p,(X) = p2(2).

4.2.5. Dispersia

Dispersia (sau varianta, momentul centrat de ordinul al doilea) unei v.a X, cu notatia
o° sau DZ(X), se defineste ca momentul centrat de ordin 2, adica media patratului abaterii
X - M(X).

In aprecierea imprastierii datelor observate pentru o anumiti caracteristica,
dispersia ramine indicatorul cel mai folosit, indicind cit de mult se abat valorile masurate
fata de medie. Cu cit este mai mare aceasta valoare, cu atit mai mult se Tmprastie valorile
n jurul valorii centrale:

- pentru date discrete avem:

2 _ 13 V)2
6= —> (% —X)
N =

Prin ridicarea abaterilor de la medie la patrat se realizeaza ponderea suplimentara a
valorilor extreme (mai departate de medie). De exemplu, o valoare departata de medie cu
10 contribuie la calculul dispersiei cu 100, in timp ce o valoare mai apropiata de medie,
avind o abatere de 2 de la medie, contribuie doar cu 4. Se observa ca “greutatea”
contributiei la dispersie este amplificata de valorile mai departate de medie.

Observatie. Oricare ar fi o altd valoare de referinta a abaterilor, W, are loc inegalitatea:

N N —
D (% -W)* = > (% —x)?, adicd suma patratelor abaterilor de la
= i1
medie este minima si cd media este cea mai buna aproximare, in sensul celor mai mici
patrate a seriei de valori respectiva.

: e 13 -
- pentru date continue se utilizeazi: o° = —Z n.(c, —x)*. Deoarece

Z(x —x)?= Zx _Nx_, formulele de calcul pentru dispersie se pot scrie, mai simplu,
in modul urmator.

oL %,

i=1



1.3 1
o’ = —(z : ——(Zx) ) si respectiv
N = N
13 ) . :
=N O nc’ ——(Zn )?), unde n; este frecventa intervalului
i=1
i, Cci este centrul (sau valoarea medie) lntervalului i, ilar N este volumul seriei

k
experimentale, N = Z fa, , iar K este numarul claselor de grupare.
i=1
In situatia utilizarii dispersiei de sondaj (calculati dintr-un esantion mic), ca
estimatie a dispersiei intregii populatii statistice,
formulele de mai sus sint corectate, in sensul ca impartirea se face prin n-1n loc de N:

2= 1 Z(x—x) sau respectiv
n-1i=

1 =2 .
s°= _12 n. (¢, — X) si, corespunzitor:
4=l

1 & . .
s? = —1(ZX - (in)z)s1
i=1 i=1
1 K l K
= — nc, —=(2ne))
-1 n 4
In cazul esantloanelor mari (n > 30) diferentele dintre rezultate sint neglijabile.
Proprietati.
a) Dispersia este o cantitate pozitiva.
b) Dispersia unei constante ¢ este egald cu zero: D*(c) = 0.
c) Dispersia produsului dintre o constantd ¢ si o va.. X este egald cu:  D?*(cX) =
. 1 1
¢*D*(X), iar D*(=X) = — D*(X),
c c
d) Dispersia unei sume finite de v.a. independente este:
D*(X1 £ Xz £ ... £ Xi) = DA(X1) + D*(X5) + ... +D*(X).
e) Dispersia sumei dintre o constanta € si o v.a. X este egala cu:
D%(c + X) = D¥(X).
f) Se demonstreaza ca dispersia este independenta la transformari liniare de genul,
Zi = Xi—Xo, §1 Z=X— X, » Unde Xo este originea seriei experimentale:
D*(X) = D¥(2).
g) Nu acelasi lucru se intimpla, atunci cind pe linga origine se schimba si unitatea

o o - X — .
de masura: daci z; = O atunci:

C
D%(X) = ¢’D?(2).

Aplicatii. 1. D*(5) = 0.
2. In experienta aruncirii unui zar ideal, se stie ca p = 3.5.
Dispersia va fi egald cu:




D(X) = (1 - 3.5)2% r@2- 3.5)2% 3 3.5)2% F(4- 3.5)2% F G- 3.5)2% "

(6 - 3.5)2% =2.92.

3. Dacd in aruncarea cu doud zaruri se noteaza cu X numarul obtinut la primul zar , iar cu
Y numarul obtinut la doilea zar, atunci suma celor doua numere este o noua variabila
aleatoare discreta, Z. V.a. X si Y fiind independente, atunci:

D? (Z) = D* (X) + D? (Y) = 2.92 + 2.92 = 5.84.
4. Propietatile mentionate mai sus permit reducerea volumului de calcul sau facilitarea
calculelor prin micsorarea ordinului de marime a valorilor observate. Este mai simplu sa
calculam dispersia pentru valorile X;: 2, 3, 4, 1 decit pentru X,: 200, 300, 400, 100,
stiind ca:

D?(X,) = 100? D*(X1) = 10000 D?(X4).

Dispersia este 0 masurd a imprastierii valorilor cu probabilitati suficient de mari
(incit realizarea lor si fie plauzibild). In plus, proprietitile mentionate mai sus aduc
precizari legate de imprastierea valorilor mai multor v.a., de exemplu, diferenta a doua
v.a este tot atit de Tmprastiata ca si suma lor.
Observatii. 1. Notatii. Utilozate 1n statistica in mod curent:

Nume entitate Populatie Esantion
Numarul unitatilor N

Valoarea medie X sau

Dispersie D?(X) sau &
Amplitudine A a
Coeficient de variatie CV cv

2. Interpretarea practica a dispersiei este ingreunata pentru ca nu se exprima in aceleasi
unitati de masurd ca datele initiale. Daca dispersia se calculeaza pentru lungimi exprimate
in cm, atunci dispersia se exprima in cm®. Acest neajuns este inlaturat de indicatorul
statistic, abaterea standard, utilizat Tn locul dispersiei in mod frecvent.

3. Pentru n suficient de mare, valorile mediei si ale dispersiei trebuie sa fie apropiate.
Discrepantele dintre ele se datoreaza, in principal, Impartiri pe clase a unei selectii de
volum mic.

4.2.6. Abaterea medie
Abaterea medie (abaterea medie aritmetica sau abaterea medie
absoluta) se defineste prin expresia:

1 - A o oa . on .
AM = WZ| X, —x | . Insa, in locul ei, in ultima vreme, se
i=1

foloseste abaterea standard.

4.2.7. Abaterea standard
Abaterea standard(sau abaterea medie pétratici), cu notatia o, se defineste ca fiind
radacina patratd din dispersia populatiei studiata:

o= ol.




Abaterea medie patraticd se exprima in aceleasi unitdti de masurd ca si valorile
experimentale, iar pentru un esantion cu dispersia s%, Th mod similar, abaterea standard

este: s= \/S_2

Observatii. 1. Abaterea medie patraticd este o cantitate particularda de abatere de la
medie fata de abaterea medie patraticd de la o valoare arbitrara.

2. Aproximativ 2/3 dinte valorile normale sau tipice ale unei distributii se gasesc
in intervalul cuprins de o parte si de alta a mediei cu o abatere standard: (M - o, M + ©).
De aici, provine atributul standard a abaterii, deoarece indiferent de forma distributiei,
aproximativ 2/3 dinte valori se vor gasi in acest interval.

Aplicatie. Abaterea standard a v.a. X din experimentul aruncarii unui zar ideal este:
c=+/292 =171

4.2.7.1 Calculul practic al mediei si abaterii standard
Pentru calculul practic al mediei si abaterii standard se considera urmatoarea:

Aplicatie. La controlul final al unor produse textile s-a analizat o caracteristica
obtinindu-se urmatoarele date de sondaj:

168 176 170
148 173 192
169 158 162
171 170 184
174 178 166
152 142 162
184 156 155
166 158 158
155 162 168
151 155 148

Se cere: a) Sa se imparta datele in k = 5 clase de amplitudine egala (se adopta intervale
de tipul [ ;));

b) Sa se calculeze media;

c) Sa se calculeze abaterea medie patratica.

Rezolvare: a) Valorile extreme sint: Xmin = 142 $i Xmax = 192. Deci,
amplitudinea este: A =192 — 142 =50.

Lungimea unui interval (sau noua unitate) se obtine, astfel: | = A/k = 10.

Impirtirea datelor de sondaj in 5 intervale egale se prezintd dupa cum urmeaza:

Nr. [Xi;Xp41) Ci n; Val. Nj..Zj n;j. Zi2
clase simpl. (zi)

1 [142;152) | 147 4 | -2 -8 16

2 [152;162) | 157 8 | -1 -8 8

3 [162;172) | 167 11 0 0 0

4 [172;182) | 177 4 1 4 | 4

5 [182:192) [187 | 3 2 6 |12
Total 30 -6 40

b) si ¢) Valorile simplificate se obtin prin transformarea liniara:




c, —167

z, =— o unde c; este centrul unei clase, iar noua origine este Xo =
167.
In rezolvarea problemei vom utiliza urmatoarele formule pentru:
Kk
- volumul seriei experimentale: n = Zni ;
i=1
- media adevirati: X = Xy + C.E, undec=1;
- dispersia reald: 62(x) = ¢°. 6%(2);
- abaterea medie pitratici reald: o(X) = C. \/o’(z) .
In ordine, se obtin:
n=230, z =-6/30=-0.2,
6%(z) = 40/30 - (-0.2)> = 1.33 - 0.04 = 1.29,
X =167 + 10x (-0.2) = 165,
o?(x) = 10% 1.29 = 129,
o(x) = 10x +1.29 = 10x1.14 = 11.4.
4.2.7.1.1. Corectia lui Sheppard

Erorile sistematice introduse Tn calculul dispersiei, in general, sint semnificative, pe cind
nu acelasi lucru se poate spune despre medie, ele fiind neglijabile. De aceea, cind nu sint
suficiente intervale (clase) la dispozitie, practic, mai putin de 10, se aplica corectia

Sheppard asupra valorii calculate a dispersiei:
2

c 1
cz(corectati) = cz(calculati) BTy cuc> Zo-.

Aplicatie. Corectia lui Sheppard se aplica valorii calculata a dispersiei in exemplul din
. 1 ) - ..
paragraful anterior, deoarece 10> ZO‘. Deci, valoarea corectata a dispersiei este:

cz(corectati) =129 - 100/12 = 129 - 8.33 = 120.67.
Prin urmare, valoarea corectata a abaterii standard va fi:

c = +/120.67 = 10.98.

4.2.8. Coeficientul de variatie
Coeficientul de variatie nu depinde de unitatile de masura folosite in obtinerea datelor
experimentale (este adimensional) si se afld fie cu formula:

CV = o/M(X), fie procentual:

CV = 1000/M(X)%.

Aplicatie. Pentru problema rezolvata in paragraful 4.2.7.1.1, se obtine:
CV =100x 10.98/165% = 6.65%.

Coeficientul de variatie se utilizeaza in operatii de comparare a doud sau mai
multe serii statistice.




4.2.9. Coeficientul de asimetrie

Acest indicator masoara, pe de o parte, gradul de simetrie al unei distributii., iar, pe de
alta, permite compararea a doud distributii, atunci cind valorile obtinute pentru pz sint
comparabile cu valorile variabilei studiate.

Coeficientul de asimetrie, cu notatia B1, se afla astfel:
2

B1= % unde o este dispersia v.a. X.
(%)
Tn formula coeficientului de asimetrie intervine momentul centrat de ordin 3, care
pondereaza suplimentar valorile mai departate de medie si care conserva semnul.
Valorile negative ale momentului centrat de ordin 3, reflecta repartitii cu
asimetrie spre stinga, iar cele pozitive repartitii cu asimetrie spre dreapta. Mai mult,
deoarece coeficientul de asimetrie este o valoare pozitiva totdeauna, aprecierea sensului

simetriei se obtine cu:

B = (élﬁ Valorile accentuat apropiate de zero a celor doi
O

indicatori statistici, reflecta o repartitie simetrica.

4.2.10. Alti coeficienti de asimetrie pentru distributii unimodale
Am vazut ca forma unei distributii de date poate fi simetrica sau asimetrica in raport cu
media ei. Astfel, pentru distributii simetrice moda, mediana si media, cei trei parametri de
tendinta centrala, se confunda, iar pentru distributii asimetrice, cele trei valori sint foarte
diferite. Daca moda, mediana si media difera foarte putin, atunci distributia este una usor
asimetrica.

In plus, asimetria unei distributii unimodale poate fi stabiliti si cu ajutorul
coeficientilor lui Pearson, Fisher si Yule.

a) Coeficientul lui Pearson. Tinind cont de relatia de legaturd intre moda,
mediana si medie, pentru coeficientul lui Pearson se cunosc trei expresii:

X —Mo 3(x—Me) 3(Me — Mo)
1Bp=—— 2.Bp=——""— =
o 20

Cu cit valoarea acestui coeficient se apropie de zero, cu atit mai mult distributia
este asimetrica.

b) Coeficientul lui Fisher. Tn expresia de calcul a acestui coeficient intervine
3

momentul centrat de ordin 3 si cubul abaterii standard: Be= 2 T mod
o

si 3.Bp

3

analog, forma distributiei, avutd in vedere, va fi una pronuntat asimetrica, daca valoarea
lui  Br tinde catre zero.

c) Coeficientul lui Yule. Cu interpretare similara celorlati doi coeficienti de mai
sus, pentru acest indicator se prezinta doud expresii:
1. BY= (Qs — Qz) - (Qz _Ql) si
QS_QI
2.Bvy= w . A doua expresie se obtine din prima, stiind
3%l

ca mediana este egala cu quartila a doua: Me = Q5.




4.2.11. Coeficientul de boltire
Coeficientul de boltire masoara gradul de inaltare in apropierea valorii mod a unei
repartitii unimodale.

Coeficientul de boltire (coeficientul de aplatizare- kurtosis), cu notatia B, se
determina in modul urmator:

B, = Hs _ unde o este dispersia, iar ps este momentul centrat

Co

de ordin 4.

O valoare mai mare a coeficientului de boltire descrie o supraindltare in
apropierea valorii mod. Mai tirziu, vom vedea ca pentru graficul densitdfii de
probabilitate a unei variabile aleatoare X, o valoare mai mare a coeficientului de boltire
descrie faptul ca valorile respective au probabilitati de realizare mai mari decit valorile
mai departate, ndltare care de cele mai multe ori este raportatd la boltirea repartitiei
normale, B, =3.

4.2.12. Coeficientul de exces
Coeficientul de exces se calculeaza in functie de B:
E= Bg -3.
Valoarea excesului reflecta:
1. O repartitie platicurtica, daca E < 0 (sau B2 < 3),
2. O repartitie mezocurtica, daca E = 0 (sau B, = 3),
3. O repartitie leptocurtici, daca E > 0 (sau B2 > 3).
In concluzie, din tipul repartitiei se pot extrage informatii despre concentrarea
valorilor cu probabilitati de realizare mai mari, iar valorile coeficientilor de boltire si de
exces reflecta tocmai forma repartitiei.
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